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Ruch w sensie fizycznym

> potozenie obiektu w chwili t opisujemy jako funkcje 7(t):
— wektor F okresla wspétrzedne przestrzenne obiektu,
— t jest parametrem funkgcji, intuicyjnie moze by¢ to czas,

— parametréw funkcji moze by¢ oczywiscie wiecej;

P> zmiana potozenia w czasie:

= zmiana t,
= zmiana 7(t),
= przemieszczenie obiektu,

= czyli ruch — to co nas interesuje.




Predkos$¢ i przyspieszenie

P> predkosé:

F(t2)—F(t1)

— okresla szybkos¢ zmian potozenia, ~ : i
2—1t1

th — t = At,
_ dr(e).

— ogétem V(t) e

P przyspieszenie:

— opisuje jak zmienia sie predkosé,

_dv() _ &PF().

— z definicji 3(t) L ==

> rzadziej rozwazane wielkoSci:
= da(t) _ d*V(t) _ d*H(t)
—yw, F(t) =T~ =@ = @

. dZ(t) _ d*3(t V(¢ d*F(t
— udar, i(t) = =5 = dt(z) - dt3() T dta)'




Réwnanie ruchu

> ogdlnie méwimy o dowolnym wyrazeniu, definiujagcym 7(t),
P czyli nie musi ono odpowiada¢ czemu$ rzeczywistemu,

> w naszym przypadku, interesuje nas fizyczna podstawa:

punkt wyjécia to Zasady Dynamiki Newtona,

konkretnie Fy; = m - 3(t),

— sifa :E,, oraz warunki poczatkowe s3 tym, co determinuje ruch,

w funkcji 3(t) ukryta jest (druga pochodna) zalezno$¢ r(t);

. p . d?F(t
> ostatecznie, nasze réwnanie ruchu: F,/ =m- %



Przyktad — ruch w polu grawitacyjnym

P> rozwazmy uproszczony, jednowymiarowy spadek swobodny:
> jedyna sita w uktadzie jest sita ciezaru,
> ta sita steruje ruchem, czyli Fj = Fgiczaru,

< ; d’r(t) _
» stad réwnanie ruchu m- o =m-g,

2
> w uproszczeniu d—drt(}) — =

P> uzyskujemy tak zwane réwnanie rézniczkowe zwyczajne.




Przyktad — rozwigzywanie réwnania ruchu (1/3)

p g o g d?r(t
> mamy réwnanie rézniczkowe rzedu drugiego drt(2) =g,

> zapisujemy je jako uktad réwnan rzedu pierwszego:
— wiemy, ze %f—) = %ﬁt) sl d;_(tf) — V(t),

— stad otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan

dv(t) _

dt

d

10 = v(t)

P> nastepnie dokonujemy przemnozenia wyrazen przez czynnik dt

dV(t) =g dt
dr(t) = V(t) dt



Przyktad — rozwigzywanie réwnania ruchu (2/3)

> dzieki temu mozna scatkowaé wszystkie réwnania obustronnie

/dV(t) = /g dt
/dr(t):/V(t) e |

P lewa cze$¢ tych réwnah ma trywialne rozwigzanie w postaci

/dx:x+C,

P> wiec ostatecznie otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan

V(t) = /g dt
r(t):/V(t) dt |



Przyktad — rozwigzywanie réwnania ruchu (3/3)

> rozwigzujemy pierwsze rownanie:
V(t):/g dt:g-/dt:g-t+ Vo ;
P> rozwigzujemy drugie réwnanie, wykorzystujac uzyskany wynik:
r(t):/V(t) dt:/(g-t+ Vo)dt:/g-tdt—i-/Vo dt
:g-/tdt+ Vo/dt:%-g-tz—l—vo-t—i—ro;
P ostatecznie otrzymujemy rozwigzanie:

V(t):g-t + W
1
r(t)zz-g-t2 + W-t+n
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Gdzie sie podziaty state catkowania?!

» mamy do czynienia z réwnaniami w postaci ogdlne;j:

[ it = [ det)

fx)+CG=gly)+C
f(x) =g(y) +(¢ — &)
f(x) =g(y)+ G ;

P jest tu wiec zastosowany prosty zabieg matematyczny,

P> wartosci Vp i rp stanowia dodatkowe parametry uktadu:

— Wy oznacza predkos$¢ poczatkowq obiektu,

— ry okresla potfozenie poczatkowe obiektu.




Co nam to daje?

» wartosci funkgji r(t) dla kolejnych wartosci parametru t:

— opisuja potozenie ciata w kolejnych chwilach,
— warto$¢ t moze stanowi¢ moment w animacji,

— wynik r(t) to warto$¢ translacji obiektu w uktadzie Swiata;

P rozwigzanie mozna uogdlni¢ na przypadek wielowymiarowy,

— wystarczy, ze wszystkie parametry (poza t) beda wektorami,

~t. g =& Vo— Vo, o — o, V(t) = V(t), r(t) — F(¢),
> wartosci parametréw poczatkowych okreslajg charakter ruchu,

P> warto przy tym okresli¢ kryterium zakonczenia obliczen.




@ Kilka przypadkéw

> Roézny tor ruchu, w zaleznoSci od parametréw poczatkowych:
— brak / spoczynek, — rzut poziomy,

— spadek swobodny, — rzut ukosny.
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Nie zawsze bywa tak pieknie...

P rozwazany przyktad miat eleganckie rozwiazanie analityczne,
> sity sterujace ruchem moga mie¢ skomplikowane zaleznoéci,
> w szczegdblnosci — moze nie istnie¢ rozwigzanie analityczne,

> w takim wypadku konieczne jest uzycie metod numerycznych,

P patrz przyktad: rzut z uwzglednieniem oporu powietrza.




Rzut z uwzglednieniem oporu powietrza

rozwazmy zagadnienie rzutu ukos$nego w oérodku, np. strzat z armaty,
opisanie ruchu ciata z uwzglednieniem oporu powietrza nie jest proste,
réwnanie ruchu w przypadku 2-wymiarowym mozna opisa¢ jako uktad

d’x(t)
dt?

CdPy(t) _

== _Fpowietrz.n dt2 — _Fgrawitacjf a Fpowietrza;

znak minus méwi o tym, Ze obie sity sg skierowane domysInie przeciwnie

do kierunku ruchu; sita grawitacji dziata wytacznie w kierunku y(t),
Fgrawitacji =m-g, Fpowietrza =k- V(t);

ostatecznie cato$¢ mozna opisac jako uktad réwnan rézniczkowych

M) _ky () [0y k()
Ix d
=0 = (1) 20 — v (2);



@ Metoda Eulera rozwigzywania réwnan rézniczkowych

— powtdrzenie — najwazniejsze informacje na temat réwnan:

> rozwigzaniem klasycznego réwnania jest liczba, np. x =7,

> rozwiazaniem réwnania rézniczkowego jest funkcja, np. f(t) = 3t?;
— czasem odnalezienie postaci analitycznej funkcji moze nie by¢ trywialne,

— formalna definicja pochodnej funkcji w punkcie t to

df(t) _ F(t+dt) — f(2)
dt dt i

stad, przeksztatcajac wzér, mozemy wyznaczy¢ warto$¢ w punkcie t + dt

df(t)

- dt;
dt

f(t+dt)=f(t)+

— jesli okreslone zostang parametry poczatkowe to i f(to), krok dt oraz

df(t)

postaé pochodnej to mozliwe jest wyznaczenie kolejnych wartosci

funkcji f(t), a wiec — numeryczne rozwigzane réwnania rézniczkowego.




Rzut z uwzglednieniem oporu powietrza — rozwigzanie

— wykorzystujemy Metode Eulera do obliczenia Vi (t), V,(t), x(t) i y(t),

df(t)

f(t-l—dt):f(t)—i—T-dt;
A, dv,
d\fjt(t) = _ﬁ : VX(t)a _# =T8T % ) VY(t)a
G = Vo), G = V(o)

— w petli nalezy wyznacza¢ kolejne wartosci potozen i predkosci:

Vi(t+At) = Vi(t) — £.Vi(t)- At

V,(t + At) Vy(t) — g At — £V, (1) At,

x(t+ At) = x(t) + Vi(t)- At — L L.V (1) A,

y(t+At) = y(t) + V() At — 3-g A7 — 55V, (t)- A%

— danymi poczatkowymi i parametrami w tym modelu s3 wielkosci:

> x(t=0), y(t=0), Vi(t =0), V,(t =0), At, g, k, m.



To wszystko na dzis.

Do zobaczenia za tydzien!




