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19/ Wspotrzedne jednorodne

Politechnika
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v

Podstawowym pojeciem w grafice komputerowej wierzchotek.

Jest to punkt z okreSlonym potozeniem w przestrzeni 3D.

»> W reprezentacji jednorodnej do zapisu potozenia stosuje sie wektory

o liczbie elementéw wigkszej niz wymiar przestrzeni,
X z
[x y z w} > (—,l,—>.
w' ww
» Typowo ostatnia sktadowa w dla potozenia ma wartos$¢ 1.

» Zastosowanie takiej reprezentacji pozwala na bardzo tatwa

realizacje podstawowych przeksztatcen geometrycznych.

ang. homogeneous coordinates — August Mébius, ,,Der barycentrische Calcil”, 1827.



19/ Wektory

> Obiekty matematyczne, charakteryzowane przez dwie wartosci:

— kierunek (wraz ze zwrotem),

— modut (dtugos¢ / wielkos¢).

» Typowa notacja: v lub v; najwazniejsze informacje:
— najczesciej zapisywane sa jako tablice liczb,
— elementy wektora s3 nazywane skfadowymi,
— wektor jednostkowy / znormalizowany — gdy dtugo$¢ réwna 1,

- najczesciej stosowany po prostu do wskazania kierunku.

» Podstawowe operacje:

— dodawanie: (31,32,...)+(b]_,b2,...):(a]_-i-bl, ar + by, ),

— skalowanie: a: (b1, b2,...) =(a- b1, a- b, ...).




@ Wtasnosci wektorow

Pol

a
Wioclawska

» Réwnosé:

» Przemienno$¢ i tacznosc:

a+b b-+a
(a+b)+c = a+(b+c)

» Modut / norma / dtugo$é:
lall = V(a1)* + (a2)* + ...

a—=-b <= a=b AN a=b A ..



@ Typowe operacje na wektorach

» lloczyn skalarny:
aob = a;1-by + a-b + ...

aob = [al|-[lb] - cosa

» lloczyn wektorowy:
axb = |a|-|b]| :sinf-n,

Al =1, Ala Alb

» Qdbicie wzgledem wektora normalnego:

b=a—2 (ach)n




@ Wyprowadzenie wzoru na wektor odbity

Pol

a
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base step 1 step 2

Zrédto: https://math.stackexchange.com/questions/13261/how-to-get-a-reflection-vector


https://math.stackexchange.com/questions/13261/how-to-get-a-reflection-vector

@ Macierze

I

» Obiekty matematyczne, 2-wymiarowe tablice liczb.

» Dwa indeksy kazdego elementu: nr wiersza i nr kolumny.

> Podstawowe operacje:
> dodawanie: (a1, a2, ---) + (b11, b1z, ...) = (a11 + b11, a2 + baa, ...);
» skalowanie: a-(bi1, bi2,...) = (a- b11, a- bi2, ...);
» mnozenie: (iloczyn Cauchy'ego) Amxn :Bnxp = Cmxp.
» Najwazniejsze wtasnosci:
> tacznosé,
> nieprzemienno$¢.
» Wektor mozna uzna¢ jako macierz o wymiarze 1 X n lub n x 1...

> Moéwimy wtedy o wektorze wierszowym lub kolumnowym.

» Ma to znaczenie dla operacji mnozenia macierzy i wektora.




Tensory

Uogélnienie pojecia wektora.

Skalar to inaczej tensor rzedu 0, itd.

1D TENSOR/ 2D TENSOR /
VECTOR MATRIX

4D TENSOR
VECTOR OF CUBES

3D TENSOR/
CUBE

5D TENSOR
MATRIX OF CUBES

Zrédto: https://petrospsyllos.com/pl/prezentacje/blog/565-algebra-liniowa-cz-1-skalary-wektory-macierze-i-tensory


https://petrospsyllos.com/pl/prezentacje/blog/565-algebra-liniowa-cz-1-skalary-wektory-macierze-i-tensory

Podstawowe rodzaje przeksztatcen

> Afiniczne®:

> identyczno$é,
» skalowanie,

» translacja,
>

obrot.

» Nieafiniczne:

» rzutowanie ortogonalne,

» rzutowanie perspektywiczne.

czyli takie, ktére zachowuja (w ogdlnoéci) proprorcje odlegtosci miedzy punktami na tej samej linii przed i po
wykonaniu transformacji, ale nie musza zachowaé potozenia punktu poczatkowego; moze by¢ zareprezentowane
jako iloczyn macierzy n X n i wektora n X 1 z dodatkowym przesunieciem o wektor; n - wymiar przestrzeni.




@ Macierz przeksztatcen — identycznosé

Macierz | jest takze nazywana macierzg jednostkowa.

1.0 0.0 0.0 0.0
0.0 1.0 0.0 0.0
0.0 0.0 1.0 0.0
0.0 00 00 10

Z reguty jest to domyslna macierz, od ktérej rozpoczynamy dalsze obliczenia.

» Przyktad obliczen:

1.0 00 00 0.0
0.0 1.0 0.0 0.0

0.0 00 1.0 00| |z
00 00 00 1.0 1.0

_ [




Macierz przeksztatcen — skalowanie

5

Wit

S« 00 00 00
00 S, 00 0.0
00 00 S 00
00 00 00 1.0

» Gdy S, =S, = S, to méwimy o skalowaniu jednorodnym.

» Przyktad obliczen:

Sc 00 00 00
00 S, 00 0.0
00 00 S, 00| |z
00 00 00 1.0 1.0

= [SX-X Sy Sz 1.0}




Pl Macierz przeksztatcehn — translacja

Politechnika
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1.0 00 00 T
00 1.0 00 T,
00 00 10 T,
00 0.0 00 1.0

> Reprezentacja jednorodna punktu pozwala wyrazi¢ operacje przez macierz.

» Przyktad obliczen:

10 00 00 T, .

00 1.0 00 T, B . 10}
. = |x . z =

00 00 10 T, = '

0.0 00 00 10 1.0




Pl Macierz przeksztatcen — obrét wokét osi x
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1.0
0.0
0.0
0.0

» Przyktad obliczen:

1.0 0.0 0.0
00 cos3 —sing
0.0 sing cosy
0.0 0.0 0.0

0.0 0.0 0.0
cosy —siny 0.0
siny cosy 0.0
0.0 0.0 1.0

» Wspodtrzedne w osi wokét ktérej nastepuje obrét nie ulegaja zmianie!

0.0

0.0

0.0 0 " = [x —z y 1.0
1.0 1.0



Ell  Macierz przeksztatcen — obrét wokét osiy i z

ka

Politechn
Whoclawsk:

[ cos® 00 sin® 00
0.0 1.0 00 0.0

Ry = .
—sinf® 0.0 cosf 0.0
i 0.0 0.0 0.0 1.0
[cos¢ —sing 0.0 00
sing cos¢ 0.0 0.0

R, s =

0.0 0.0 1.0 0.0
| 0.0 0.0 0.0 1.0

Uwaga!
W zaleznosci od przyjetej definicji uktadu wspétrzednych i kierunku obrotu,

wyrazy w przedstawionej macierzy moga sie rézni¢ co do znaku +/—.




Macierz przeksztatcen — obrét wokét osi x, y i z

Dokonujemy kolejno obrotéw wokét osi x, y i z o katy v, 0 i ¢.

Nalezy przemnozy¢ w odwrotnej kolejnosci wczesniej macierze.

R:oRyoRxy =

cosfcos¢  cosysing+sinysinfcos¢p sinysing —cosysinfcosp 0.0
—cosfsing cosycos¢p —sinysinfsing sinycos¢ + cosysinfsing 0.0
sin6 —sinycosf cosy cos 0 0.0
0.0 0.0 0.0 1.0

Uwagal!

Kolejnoé¢ wykonywania obrotéw ma znaczenie!




Macierz przeksztatcen — obrét wokét wektora

Obrét o kat skierowany ¢ (reguta prawej dtoni) wokét wektora v.

vl = [vx vy vz 0.0] , vl=1

v2(1 — cos @) + cos ¢ VxVy (1l —cos@) — vzsing  vxvz(1l —cos¢) + v, sing 0.0
VxVy (1 — cos @) + vz sin ¢ vf(l — cos ¢) + cos ¢ vyvz(1 —cosd) — vxsing 0.0
VxVz(1 —cos @) — vysing v, vz(1 — cos @) + vi sin ¢ v2(1 — cos ¢) + cos ¢ 0.0

0.0 0.0 0.0 1.0

Lewa gérna czeéé (3x3) powyzszej macierzy moze zostaé wyrazona w prostszy sposéb:

0.0 —v; vy
vl (1 —cos¢) + lcos¢p + vz 00 —vx|sing
—Vvy Vx 0.0

Uwagal!
Wektor v okresla o$ obrotu, przechodzaca przez poczatek uktadu wspétrzednych!



@ Problem z macierzami obrotu

Politechnika
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» W uktadzie z ustalonymi osiami wystepuje tak zwana blokada przegubu.

"Euler (gimbal lock) Explained" — GuerrillaCG, 2009.

17/25 https://www.youtube.com/watch?v=zc8b2Jo7mno


https://www.youtube.com/watch?v=zc8b2Jo7mno
https://www.youtube.com/watch?v=zc8b2Jo7mno

Il Kamera jest ktamstwem

» Przedstawione transformacje pozwalaja nam na skomponowanie sceny.

— Mozna dzieki nim okresli¢ rozmieszczenie wszystkich obiektow.

— Pozostaje okresli¢ na co na tej scenie patrzymy — opisa¢ kamere...
» W kontekscie karty graficznej nie istnieje co$ takiego jak kamera!
» Karta graficzna renderuje zawsze dla tego samego fragmentu przestrzeni.

— Obszar rysowania obejmuje zakres [-1.0; 1.0] dla kazdej z osi.

— Jest to tak zwana bryfa widzenia.

» Abstrakcja z kamera na scenie stanowi intuicyjnie wygodny dla nas opis...

— Wykorzystujemy wzgledno$¢é ruchu, aby te reprezentacje osiagnaé!

y

| o
B

z

Zrédta obrazéw: https://vitaminac.github.io/Matrices-in-Computer-Graphics/


https://vitaminac.github.io/Matrices-in-Computer-Graphics/

Macierz patrzenia

Chcemy opisaé potozenie kamery jednoznacznie w przestrzeni:
> wspdtrzedne potozenia kamery e = (e, ey, €;),
> wspbtrzedne punktu zainteresowania p = (px, py, Pz),

> wektor orientacji, wskazujacy gére dla kamery u = (ux, uy, u;).

Kierunek patrzenia mozna opisaé wektorem f = H":::”; s = (f x u).

Rzut wektora u na ptaszyczne prostopadfa do f to u’ = (f x u) x f.

s uy K —e
/
Y, | S Uy fy —¢
lookAt — /
s u, f -—e&

0.0 00 00 10

Oznaczenia: s — side vector, u — up vector, f — forward vector, e — eye position.

Efektywnie: przeksztatcamy caty Swiat przeciwnie do ruchu, jaki wykonataby kamera.

Wiecej: https:/

ww.khronos.org/registry/OpenGL-Refpages/gl2.1/xhtml/gluLookAt.xml


https://www.khronos.org/registry/OpenGL-Refpages/gl2.1/xhtml/gluLookAt.xml

Ml Macierz rzutowania prostopadtego

P a

2 __ right+-left
right— left 0.0 0.0 right— left
0.0 2 0.0 __ toptbottom
P L top— bottom top— bottom
ortho — 2 p
0.0 0.0 . __ fartnear
far—near far—near
0.0 0.0 0.0 1.0

Macierz nie opisuje wprost przeksztatcenia nieafinicznego, a bryte widzenia!

top

N

Efektywnie: skalujemy fragment $wiata, ktéry chcemy zobaczy¢, do obszaru

Fysowania.
Zrédto: http://cppOx.pl/kursy/Kurs-0penGL-C++/Definiowanie-sceny-3D/104



http://cpp0x.pl/kursy/Kurs-OpenGL-C++/Definiowanie-sceny-3D/104

Rzutowanie perspektywiczne

aspect = wih

Obszar pomiedzy zNear a zFar to bryta widzenia.
Przy rzutowaniu perspektywicznym to tak zwany stozek Sciety (ang. frustum).
Pozwala nam zaobserwowa¢ gtebie (odlegtosé od kamery) na obrazie.

Obiekty blizej ptaszczyzny bliskiej s3 mniej zmniejszone, niz te przy p. dalekiej.

Zrédbo: http://www.zsk.ict.pwr.wroc.pl/zsk/dyd/intinz/gk/lab/cu_4_dz/


http://www.zsk.ict.pwr.wroc.pl/zsk/dyd/intinz/gk/lab/cw_4_dz/

Pl Macierz rzutowania perspektywicznego

Vroctawska

2 - near right+left

right— left 0.0 right— left 0.0
2 - near top+bottom

P s 0.0 top— bottom top— bottom 0.0

frustum — £ 5. £
0.0 0.0 __ fartnear __ 2 . far - near
far— near far— near
0.0 0.0 —-1.0 0.0

W szczegdlnosci to przeksztatcenie moze byé zadane przez:

» pole widzenia jako kat fovy,

width
height '

» wspotczynnik proporcji obrazu aspect =
» odlegto$¢ blizszej near i dalszej far przestrzeni przyciecia;
> wtedy obliczamy:

> top = near x tan(fovy - 355),
> bottom = —top,

> right = top * aspect,

> left = —right.




Pl Skiadanie przeksztatcen
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» Chcac przeksztatci¢ wektor, mnozymy go lewostronnie przez macierz.
»> Woynikiem takiej operacji jest nowy wektor, ktéry tez mozna przeksztatcié.
» Macierze mozna wymnozy¢ najpierw — czesto przyspiesza to obliczenia.

» Mnozenie macierzy nie jest przemienne, a wiec kolejno$s¢ ma znaczenie.

5wynik = e Mczwarta ' Mtrzecia i Mdruga i Ileierwsza 1 5wierzcho’rka
ﬁwynik = ... (Mczwarta i (Mtrzecia . (Mdruga } (Mpierwsza . ﬁwierzcho’fka))))

Pwynik = ( - Mczwarta - Mtrzecia - Mdruga y Mpierwsza) * Pwierzchotka




Uktad Model-View-Projection

Zazwyczaj ostateczne potozenie kazdego wierzchotka na scenie jest opisane przez
serie trzech kolejnych przeksztatcen, czyli przez przemnozenie jego wspdtrzednych

wejsciowych przez iloczyn P -V - M, gdzie:

— macierz M — przeksztatcenie modelu:

> opisuje utozenie modelowanego obiektu na scenie;

— macierz V — przeksztatcenie patrzenia:

> definiuje potozenie hipotetycznej kamery w przestrzeni;

— macierz P — przeksztatcenie rzutowania:

> okresla jaki zakres (fragment) przestrzeni bedzie rysowany;

Taki uktad wygodnie reprezentuje niezaleznie przemieszczenie obiektu i kamery!




To wszystko na dzis.

Do zobaczenia za tydzien!




